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RCsumC. Soient (M.po) et (M’,pi,) deux germes d’hyperswf’aces analytiques rkelles dans 
C”+‘, N > 1. Soit H une application CR lisse entre M et M’ telle que H(po) = p&. 
Nous montrons que sous certaines conditions sur H et M’, H est analytique r&lle. 
0 Acadtmie des Sciences/Elsevier, Paris 

On the analytic extension of CR mappings between real 
analytic hypersu$aces in c3”‘1 

Abstract. Let (M,po) and (M’!p;,) be two germs ofreal anulytic hypersurfaces in C.‘+‘, N 2 1. 
Suppose that H is a smooth CR map between M and M’ such that H(y,,) = pi,. We show 
that, under some conditions on H and M’, the map H is real analytic. 0 AcadCmie 
des SciencesMsevier, Paris 

Abridged English Version 

Let (nil: pe) and (AJ’, &) two germs of real analytic hypersurfaces in CjV+r, N > 1. Suppose that 
M’ is given locally by: 

where p is a real polynomial such that ~(0) = 0. Let H a germ of a C” smooth CR mapping 
between &I and A4’ which is not totally degenerate at pa in the sense of [4]. We show that if 
(I&!&) is holomorphically nondegenerate in the sense of [ 191, then H extends holomorphically 
to a neighboorhood of po. The proof of this result is based on a new algebraic characterization of 
holomorphic nondegeneracy. More precisely, it is easy to see that we can suppose that p contains no 
pure terms. Write p(z’, 2) = C;irlzl (L,(z’)E”’ where for every (Y, e, is a holomorphic polynomial 
such that ~~~(0) = 0 and where r E N*. We show that if K(M’) denotes the smallest field contained 
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in C(Zr, . , 2,) and containing 6: and the family (aN)l~~Ct~ll., then (kf’,&) is holomorphically 
nondegenerate if and only if C(Zr. . : 2~) is a finite algebraic extension over K(M’). With this 
in mind, we prove that if H = (f, .g) = (fr . . . . S,V, g), th en a,(f) is real analytic for every (k. 
An application of lemma 2.7 of [l] gives the desired result. The end of the Note is devoted to a 
generalization of the previous algebraic criterion of holomorphic nondegeneracy for all germs of real 
algebraic hypersurfaces. 

1. Introduction 

Soient (M:po) et (M’,ph) deux germes d’hypersurfaces analytiques reelles dans CAV+l et H un 
diffeomorphisme CR local de classe C” entre M et M’ tel que H(pe) = p& H est-il la restriction a 
IVI d’une application holomorphe definie au voisinage de ~0 ? Ce probleme a suscite un engouement 
important depuis les travaux de Lewy [14] et Pinchuk [ 171. Pour des resultats plus recents, nous 
renvoyons a l’excellent article de Forstneric [I I]. Dans 121, [3] et 191, il est prouvC que lorsque 
M’ est essentiellement finie au point p{, au sens de [2], alors H est analytique reelle au voisinage 
de po. Recemment, Baouendi, Huang et Rothschild [I] ont demontre que toute application CR de 
classe C” entre deux hypersurfaces algebriques Ctait analytique reelle pourvu que (M’,pa) soit 
holomorphiquement non degeneree au sens de ] 191 et que le jacobien de H ne soit pas identiquement 
nul. Ici, nous nous inttressons a des applications CR non totalement dCgCnCrCes au sens de [4]. En 
fait, nous nous proposons d’etabiir le resultat suivant : 

THGORBME I. 1. - Soient (M. po) et (M’, piI) deux germes d’hypersurfaces analytiques rtklles duns 
c”+l , N 2 1. Supposons que (IV’,&) est don&e localement sous une ,farme rigide polynomiale 
i.e. : 3ni 711’ = ~(2’. Z’), (z’, ,711’) E CA”+l, oli p est un polyncime reel tel que ~(0) = 0. Soit H 
un germe d’application CR de classe C” non totalement d&en&e’ en po entre ibl et M’ tel que 
H(J),) = I-,I. Si ( iWj &) est holomorphiquement non de’ge’ne’ree, &t-s H s ‘&end l~ok~~morphiquement 
duns un voisinage de 110, 

COROLLAIRE I. - Soient (nil, JQ)) et (M’, 11;) deux germes d’hypersur$ace.s analytiques r&elks duns 
CJV+l % N > 1. Supposons que (IV’, &) est donnr’e localement comme dans le theoreme I. I. Si (i&P, PI) - 
est holomorphiquement non degenne’ree, alors tout germe de d$fe’omorphisme CR de classe C” entre 
M et AT qui envoie p0 sur & est en fuit analytique reel. 

2. PrMminaires 

Soit (M,po) un germe d’hypersurface analytique reelle dans C”+l. D’apres [7] et [2], on peut 
trouver un systeme de coordonnees locales holomorphes (z, UI), un voisinage II de 0 dans C”+’ 
et une fonction analytique reelle cp, definie au voisinage de 0 dans IwzJy+’ tels que p. ait pour 
coordonnees 0 et tels que (M.po) soit donnee par : 

avec ~(0) = d(~(0) = 0, p(s,O. Z) = ‘p( s, Z, 0) f 0, ou s = SFSe w. Un tel choix de coordonnees 
est dit norm&. Pour une parametrisation analytique reelle donnee par (I), la structure CR de M 
est determinCe par les N champs de vecteurs anti-holomorphes tangents a &I suivants (definis 

i9 iJ 
sur 12) : E, = az, - “i&z. .4 = 1. . . . 1 N. Par ailleurs, nous poserons pour tout multi- 

indice o = (~1.. . >o~), L” = LT’ .. . L:t?. Nous redonnons maintenant la dkfinition de la 
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non-dCgCnCrescence holomorphe, comme elle a CtC introduite par N. Stanton ([19], [20], voir aussi [5]). 
Un champ de vecteurs X dCfini sur un ouvert R de C”+l est holomorphe s’il est de type (1 ,O) et si ses 
coefficients sont holomorphes sur 0. Une hypersurface rdelle A4 de CN+l est dite holomorphiquement 
non dkgknne’re’e en po E M si il n’existe pas de germe en p0 de champ de vecteurs holomorphe non 
trivia1 tangent B Al. 

Dans le thCo&me I. 1, nous considkrons des applications CR non totalement dkgCnCr6es au sens 
de [4]. Nous rappelons cette condition de non-dkgCnQescence introduite par Baouendi et Rothschild. 
Soient (A4, p(j) et (M’: pb) d eux germes d’hypersurfaces analytiques rkelles dans CdVfl et H 
une application CR de classe C” entre M et ikl’ telle que H(p0) = pi). Supposons que M 
et A4’ sont don&es par une paramCtrisation analogue & (1) et que (z, ,111) (resp. (2’. 711’)) forme un 
systkme de coordonnCes normales pour M (resp. A4’). Ikrivons alors H = (.f, : . . . f’,~. $1) dans les 
coordonnkes (z’, ,u;‘) et considbons (z? Z. s) (s = ?l?e w) comme coordonnkes locales pour (n/r, ~0). 
Pourj = I,...: N, soit C,(Z. Z, S) E C[[Z, Z: S]] I a sCrie (formelle) de Taylor en (1 associke 2 fj. 
I1 est prouvC dans [3] qu’il existe une unique sCrie formelle Fj E C[[Z,. . . . . ZN, IV]] telle que 
Cj(Z, Z, S) = Fj(Z. S+l:v(Z, 2, S)) d ans C[[Z, z, S]]. Alors H est totulement d&e’nkre’e (en jvo) si 

4(E);,,=, . ..., .) (2, 0) G 0. Dans [4], il est prouvC que la condition prCcCdente est indkpendante 

du choix des coordonntes normales. 

3. Un lemme algkbrique 

11 est clair que, quitte B faire un changement holomorphe de coordont+es, on peut supposer que le 
polynijme p ne contient pas de terme pur. Ainsi, p(z’, 2’) = z15,n,lr u~~(z’)Z’~, oti r E N*! Q,, est un 
polyniime holomorphe, 0,<~(0) = 0, pour tout 1 I: lnrl 5 T. Nous noterons par la suite C(Zl, . . . , Z,) 
le corps des fractions rationnelles sur C. Soit K(M’) le plus petit sous-corps de C(21.. . . j Z,) 
contenant la famille (f~,,)~l~~~l<,. et C. 

PROPOSITION 1, - Avec les notations pre’ckdentes, les conditions suivantes sent kquivalentes : 
(i) (M’,p&) esf h o omorphiquement non dt!ge’ntre’e ; 1 
(ii) C(21,. . . 2,) est une extension algtfbrique de IC(M’) ; 

(iii) C(Z1,. . . . Z.V) est une extension jnie de K(M’). 

Dkmonstration. - Nous renvoyons 2 la cinquikme partie de cette Note pour la demonstration de cette 
proposition, oti une telle caractkrisation algkbrique est obtenue pour toute hypersurface algkbrique. 

4. Dkmonstration du tb6orkme 

Soit H un germe d’application CR non totalement dCgCnCr6 entre M et M’ envoyant po sur 
ph. lkrivons H = (f> 9) = (,fl, . . . J’N, 9) d ans les coordonnkes (z’? w’). La composante g de H 
s’appelle composante transverse de H. Notre dkmonstration comportera deux grandes &apes. La 
premitire consistera B montrer que l’on peut Ctendre holomorphiquement au voisinage de p. les 
fonctions fade, ceci quel que soit CL: tel que 1 5 ICY/ 5 r. La seconde utilisera la caractkrisation 
algkbrique de la non-dCgCnCrescence holomorphe de (A!!‘, p&) obtenue dans la section prkddente, ainsi 
qu’un lemme de [I], pour en dtduire le rksultat voulu. Remarquons qu’une demarche en partie similaire 
g la n8tre a &tC utiliske par M. Derridj dans 183. Pour cela, nous Ctablissons la proposition 2 & l’aide 
du lemme 2, ce demier s’obtenant 2 l’aide du lemme 1, dont on peut trouver une preuve dans [3]. 
Mais avant tout cela, introduisons quelques notations. On posera pour (Y = (rkl; . ~ Q,~,) E @‘, 
L” = 1,;’ . Lkdv, (1 = clet(Li;~j);.,,=l...,.~ et &‘J(%, <) = C15/,r,5r, U,,(Z)<“. 
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PROPOSITION 2. - Avec les notations et hypotheses precedentes, on a : les fonctions q et a, (f) pour 
1 < INI < r s’e’tendent holomorphiquement dans un voisinage (commun) de po darts CN+l. 

LEMME 1. - IL existe un voisinage 0 de p. dans CN+l et une famille 

vL)l<,~,<7. de polynBmes holomorphes tels que : 
(9 P,, E C[Tl, . . , T,.(,j], 02 r(a) = m(cx)N + 7n((r), m,(a) = c&{/Y; 1 5 j/J] < ]oI} ; 

(ii) sur 0 on ait l’egalite’ suivante : d21ry,-’ &” Cf. f) = PC, ((L”f)l~,~f,q+ (W)l<,~9,~,~~,). 

LEMME 2. - I1 existe un voisinage 0’ de po dans C”+l, une famille d’entiers positifs (71,) 15 1~1 sr et 
deux familles de polynSmes holomorphes (Srt)l<lnl<r et (W,)l<lnl<T tels que : 

6) b Sm E C[Tl,. . . , ~h~+.~,~(,)+~(,,)], oli q(n) = card{P; 1 <: l/j, < AL) : 
(ii> ‘da, Wa E C[Tl, . . , T,N~(~)] ; 

Demonstration de la proposition 2. - Nous montrons d’abord que si (I%!‘, pi,) est holomorphiquement 
non degeneree, alors 1M est de type fini en po au sens de Kohn [13] et Bloom-Graham [6]. Ensuite, 
nous appliquons le theorbme de Trepreau [21], qui nous permet d’affirmer que H s’etend d’un c&C 
de M au voisinage de po. Ensuite, la partie (iv) du lemme 2 ainsi qu’une application standard du 
principe de reflexion comme dans [ 181, nous donne le resultat de la proposition 2. 

Fin de la demonstration du theoreme. - Comme M’ est holomorphiquement non degeneree en pb, 
d’apres la partie (ii) de la proposition 1, on a que pour tout i = 1. . . . ~ N. il existe des entiers 
strictement positifs ki et des polynomes P,! E CITI, . . , T,,] avec 0 5 j 5 X:;, 1; = 1:. . . , N, 

tels que C:;, Pi ( ((a,.),,~,y~~,)(Z))~’ E 0, avec PFf ((an)lslei<r,)(Z)) $ 0, Vi = 1,. . . N, 

et m = card{n : 1 < lo.1 5 r }. En utilisant la parametrisation analytique reelle donnee par (I), 

nous obtenons C,“;,, P;’ 
(( 

n,(f’)(z, z. s) 
) 1 l<,CI,<T 

f,j(- ir: 5, s) = 0, dans un voisinage A adequat 

de 0 dans W2”+l (voisinage ou les fonctions a,(f) sont analytiques rt5elles). Soit 0, = n,(f). 
Alors O,, est analytique reelle dans A ; nous complexifions O,, et, pour (7, cr) dans un voisinage 
de 0 dans C2h’s-1 x 63 et pour i = 1,. . . . N, nous definissons les fonctions holomorphes suivantes : 

Gi(r,g) = CFL, I?,? 
( 

(@~(r))ri,~,,S~)nj. Pour montrer que pour % = 1.. . . ~ N. f; est analytique 

reelle, il nous suffit, d’apres le lemme 2.7 de [I], de verifier la condition G,(T, cr) $ 0 pour tout 
% = l.... ~ N. Par I’absurde, supposons qu’il existe io tel que Gi, (7, a) f 0. On aboutit alors a 
I’existence d’un polynome holomorphe Q;,, non identiquement nul tel que QiO (p( 2, 0)) z 0, ou 
F = (F,:... , FAT) designe les N series formelles introduites dans la section 2. Mais ceci contredit 
l’hypothese de non-degenerescence de H d’apres [4], p. 491. Finalement, H = (f,g) est bien 
analytique reelle. 

5. Non-d6gCnCrescence holomorphe des hypersurfaces algkhriques 

Dans cette partie, nous generalisons la caracterisation algebrique obtenue dans la section 3 de 
la non-degedrescence holomorphe pour les hypersurfaces algebriques reelles. Par hypersurface 
algebrique, nous entendons une hypersurface rkelle contenue dans l’ensemble des zeros d’un polynome 
reel non identiquement nul. Tout d’abord, introduisons quelques notations. Nous noterons oni+r 
l’anneau des germes en 0 de fonctions holomorphes dans CK+‘, et A,v+r le sous-anneau de ON+1 
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forme des elements algebriques sur le corps des fractions rationnelles 43(21! . . . , ZN+~). Rappelons 
que d’apres [5], si (IM,pa) designe un germe d’hypersurface algebrique reelle dans C”+‘, on 
peut trouver un systbme de coordonnees normales (z, w) tel que M soit don&e localement par 
U, = Q(z, w, z), (z, w) E R, oti Q = Q(z, w: {) E A~,v+~ et tel que Q(z, w, 0) = Q(0, w, c) = w. 
ticrivons maintenant Q(z, w, <) = CpEN,y p(z, w)<~, ou les fonctions pi sont des elements de 
&+I. Une telle decomposition a CtC introduite dans [IO], [9] et [5]. Nous poserons par la suite 
11: = z,v+~. La demonstration de la proposition 3 suivante (necessaire pour notre critere algebrique) 
se trouve en substance dans [S]. 

PROPOSITION 3. - Avec les notations prkkdentes, les conditions suivantes sont hquivalentes : 
(i) (M, PO) est holomorphiquement non d&eWrke ; 

(ii) if existe (@I,. . . ,[IN+~) E (N”)“+’ tel que det ($$)+=I ,_,,, ,+I) $ 0. 
( 

Enfin, nous aurons besoin de noter ;cN+l le corps quotient de A.iv+t, X(&f) le plus petit 
sous-corps de .?=I:+~ contenant 43 et la famille (P~~)~~~~,v, et enfin K(n/r)(Z,. . . . , ZN+~) le plus 
sous-corps de 3,~+l contenant K(M) et la famille (Z,, . . . ) Z‘V+~). Definissons G(M,pa) := 
[wqzl,~~~ * ZN,l) : K(M)] = tiirn~~i(nl)~(M)(Z1: . . . ~ ZN+~). 

Avec ces notations, nous avons le 

THBOR~ME 5.1. - Les conditions .suivantes sont Pquivaientes : 
(i) (M, po) est holomorphiquement non d&ge’ne’rke ; 

(ii) .F,v+~ est une extension alge’brique de K(M); 
(iii) K(&I)(Z,, . . , Z.hr+l) est une extension alge’brique de K(M) ; 
(iv) 6(M,pO) < co. 

Dkmonstration. - Nous esquissons la demonstration qui revient essentiellement a prouver 
l’equivalence des deux premieres assertions. Tout d’abord, remarquons que (ii) revient a dire que la 
famille (~a) contient une base de transcendance algebrique de FN+I sur 43 (nous renvoyons a [22] 
et [ 161 pour les notions standard de theorie des corps utilisees ici). Mais toute base de transcendance 
algebrique de .7=)~+~ sur C consiste en une sous-famille de N+l elements algebriquement indbpendants. 
D’apres [ 121 (voir aussi [ 16]), une telle sous-famille verifie necessairement la condition (ii) de la 
proposition 3, et reciproquement. La preuve du theoreme est complete. 

Remarque. - Jo&l Merker et Francine Meylan dans [ I.51 ont donne independamment une preuve 
du theoreme 1 .I. 
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